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Pada tulisan ini dibahas suatu model pertumbuhan populasi satu mangsa dan dua pemangsa. 
Model itu menyatakan laju pertumbuhan populasi mangsa, populasi pemangsa belum dewasa, 
dan populasi pemangsa sudah dewasa. Dinamika ketiga populasi tersebut dinyatakan dalam 
bentuk sistem persamaan differensial. Dengan menganggap bahwa populasi yang ditinjau 
bernilai ekonomi, maka ketiga populasi tersebut dieksploitasi dengan melibatkan fungsi biaya 
dan fungsi penerimaan. Kewujudan titik ekuilibrium model beserta kestabilannya dianalisis 
dengan menggunakan metode linearisasi dan uji kestabilan Routh-Hurwitz. Kajian pada model 
ini bertujuan untuk menjamin ketiga populasi tidak akan punah dalam jangka waktu yang 
panjang dan juga diperoleh keuntungan maksimal dari usaha eksploitasi. Beberapa kasus 
dianalisis disertai dengan simulasi numerik untuk mengetahui kestabilan titik ekuilibrium dan 
keuntungan maksimal. Hasil analisis menunjukkan bahwa kewujudan dan kestabilan titik 
ekuilibrium interior pada model ditentukan oleh nilai-nilai paramater model dan usaha 
pemanenan. Ketiga populasi dapat tetap lestari meskipun dieksploitasi dengan usaha pemanenan 
konstan dan sekaligus memberikan keuntungan maksimal. 
 




Model pertumbuhan populasi mangsa-pemangsa merujuk kepada model Lotka-Volterra 
merupakan salah model yang sangat populer dalam matematika ekologi. Luckinbill [1] 
menunjukkan bahwa populasi mangsa-pemangsa dapat hidup bersama untuk jangka waktu yang 
panjang jika kontak antara keduanya dikurangi. Martin & Ruan [2] menyarankan bahwa sangat 
ideal untuk mengkaji faktor pemanenan pada model populasi mangsa-pemangsa. Kar & 
Chauduri [3] mengkaji model mangsa-pemangsa dan kewujudan ekuilibrium bioekonomik serta 
pemanenan optimal. Holmberg [4] meneliti pengaruh pemanenan dengan usaha konstan dan 
ditunjukkan bahwa tangkapan dengan kuota konstan dapat mengakibatkan osilasi dan kacau 
serta menaikkan resiko ekploitasi yang berlebihan. Sistem satu mangsa dan satu pemangsa yang 
ditinjau dalam Hogart et.al. [5] dinyatakan bahwa kedua populasi mangsa dan pemangsa yang 
dipanen dengan hasil tangkapan konstan diperoleh suatu titik ekuilibrium yang stabil dan hasil 
maksimal yang lestari.  
 
Model dinamika populasi mangsa-pemangsa memainkan peranan yang penting dalam 
bioekonomik, khususnya dalam manajemen sumberdaya yang terbarukan. Salah satu contoh 
manajemen sumber daya terbarukan adalah populasi ikan. Tangkapan optimal berkelanjutan 
yang berdasarkan pada kriteria biaya bertujuan untuk memaksimalkan keuntungan. Faktor-
faktor yang perlu dipertimbangkan dalam membuat model dinamika populasi yang kompleks 
adalah ukuran populasi, laju pertumbuhan, kapasitas bawaan, kompetitor, biaya operasional 
pemanenan, harga tangkapan, dan sebagainya, Clark [6]. Sun et al. [7] mengembangkan model 
dengan tahapan struktur yang mempertimbangkan kebijakan pemanenan optimal. Kar & 
Chattopadhyay [9] mengkaji model dengan tahapan struktur dan menghubungkannya dengan 
kebijakan pemanenan optimal. Problem kombinasi pemanenan telah dikaji secara mendalam 
oleh Chauduri [9].  
 
Tulisan ini bertujuan untuk menganalisis suatu model pertumbuhan populasi mangsa-pemangsa 
dengan struktur pada populasi pemangsa berdasarkan model Lotka-Volterra dengan melibatkan 
usaha pemanenan konstan. Analisis pada model ini difokuskan pada hubungan antara titik 
ekuilibrium interior model mangsa-pemangsa yang stabil dan keuntungan maksimal dari usaha 
ekploitasi.  
 
2. Model Populasi Satu Mangsa dan Dua Pemangsa  
 
Model yang ditinjau adalah model pertumbuhan populasi yang melibatkan tiga populasi, yaitu 
populasi mangsa, populasi pemangsa belum dewasa, dan populasi pemangsa sudah dewasa. 
Model dinamika populasi mangsa-pemangsa melibatkan dua populasi pemangsa dengan tahapan 
struktur telah ditinjau oleh Kar & Chattopadhyay [8] dengan beberapa asumsi yang berbeda. 



































                                                          (1) 
Model (1) merupakan model dinamika pada populasi mangsa dan pemangsa dengan tahapan 
struktur karena melibatkan populasi pemangsa belum dewasa dan populasi pemangsa sudah 
dewasa. Variabel  tNN 11   menyatakan ukuran populasi mangsa pada saat t,  tNN 22   
menyatakan ukuran populasi pemangsa belum dewasa pada saat t, dan  tNN 33   menyatakan 
ukuran populasi pemangsa dewasa pada saat t.  
 
Dengan asumsi bahwa ketiga populasi yang ditinjau merupakan populasi (stok) yang 
bermanfaat, maka ketiga populasi tersebut selanjutnya dieksploitasi dengan laju penangkapan 
proporsional dengan masing-masing ukuran populasi. Dengan pertimbangan tersebut, model (1) 



































                                         (2) 
Parameter ,1q ,2q  dan 3q  pada model (2) masing-masing menyatakan koefisien 
ketertangkapan untuk populasi mangsa, populasi pemangsa belum dewasa, dan populasi 
pemangsa dewasa. Parameter 1E , 2E , dan 3E   masing-masing menyatakan usaha (effort) 
penangkapan yang memenuhi  imaksi EE 0  untuk .3,2,1i  
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Dengan memisalkan Krr 14  , 1114 Eqrq  , 22225 Eqrq   , 3336 Eqrq  , dan 























                                                     (3) 













T , dan 




























N E  , 
22655  qqp , dan 455346 rpqqp   . Titik ekuilibrium 3T  merupakan titik interior jika 
022655  qqp  dan 0455346  rpqqp  , yaitu keadaan dimana ketiga komponen 
titik tersebut bernilai positif.   
 
3. Analisis Kestabilan Titik Ekuilibrium Interior 
  
Pada model (3) hanya titik ekuilibrium interior, yaitu titik 3T , yang akan dianalisis 
kestabilannya karena pada titik ekuilibrium ini keadaan ukuran populasi mangsa, populasi 
pemangsa belum dewasa, dan populasi pemangsa dewasa bernilai positif. Analisis kestabilan 
titik ekuilibrium dilakukan dengan metode pelinearan dan penentuan kestabilan dengan 
memperhatikan nilai eigen yang diperoleh dari matriks Jacobi yang dievaluasi pada titik 3T . 
Dari model (3) diperoleh matriks Jacobian 


























Dengan mengevaluasi matriks Jacobian J pada titik 3T  diperoleh  






























Persamaan karakteristik untuk matriks Jacobian J pada titik ekuilibrium 3T  diberikan oleh 
 ,det)( EJIf    yaitu   01
2
2
3 aaaf   , dimana  






























Titik ekuilibrium 3T  stabil asimptot secara lokal jika memenuhi tes kestabilan Routh-Hurwitz, 




4. Kebijakan Keuntungan Maksimal pada Titik Ekuilibrium Interior 
  
Titik ekuilibrium interior 3T  yang stabil asimptotik dihubungkan dengan persoalan keuntungan 
maksimal. Fungsi biaya diasumsikan proporsional dengan usaha pemanenan yang dilakukan dan 
juga bergantung kepada biaya tetap, yaitu EccTC 21   dimana 1c  dan 2c  adalah suatu 
konstanta positif. Fungsi penerimaan didefinisikan sebagai )(EPYTR  , dimana P 
menyatakan fungsi harga per unit tangkapan dan qENNEY ),(  menyatakan hasil 
pemanenan. Fungsi harga per unit tangkapan diasumsikan sebagai fungsi turun jika jumlah 
tangkapan meningkat, Chakraborty, et. al [11]. Untuk itu fungsi harga diasumsikan berbentuk 
YvpP 11  , dimana 1p  dan 1v  menyatakan suatu kostanta positif.  
 
Fungsi keuntungan dinyatakan sebagai .TCTR  Titik ekuilibrium 3T  bergantung pada 
usaha pemanenan yang dilakukan. Dengan demikian fungsi keuntungan bergantung kepada 
usaha pemanenan, yaitu )()()( ETCETRE  . Pada keadaan ini, nilai-nilai usaha 
pemanenan (E) akan ditentukan sehingga memberikan keuntungan maksimal dan titik 
ekuilibrium yang bersesuaian dengan usaha pemanenan tersebut juga stabil asimptotik.  Kasus 
yang ditinjau adalah kasus dimana 321 EEE  , 23 EE  , dan 321 EEE  . 
 
Kasus 1 ( 321 EEEE  ) 
 
Pada kasus 1, usaha pemanenan yang dikenakan pada setiap populasi adalah sama. Dengan 
demikian, titik 3T  berada pada oktan pertama jika  (i) 022655  qqp  dan (ii) 
0455346  rpqqp  . Syarat (i) dapat dinyatakan sebagai 011
2
1  CEBEA  dengan  
0321  qqA , 03232231  qrqqrB  , dan 2223321   rrrC . Syarat (ii) dapat 
dinyatakan sebagai  022
2
2  CEBEA  dengan  ,03212132  qqrKqqA   
,))(()( 22323112322132   rqqrrrqrKqB  dan ))(( 2232212   rrrC .  
 
Dengan asumsi bahwa terdapat nilai E  yang memenuhi syarat (i) dan (ii) serta memenuhi 
maksEE 0  maka titik 3T  berada pada oktan pertama. Fungsi keuntungan yang bersesuaian 
dengan titik 3T  diberikan sebagai  
   











dimana 321321 dan,,,,, vvvppp  menyatakan suatu konstanta positif yang berhubungan dengan 
harga stok. Konstanta 312111 dan,, ccc  menyatakan biaya tetap dan konstanta 
322212 dan,, ccc menyatakan biaya variabel . Pada fungsi keuntungan tersebut nilai 
,, 21 EE NN dan EN3  bergantung pada E . Selanjutnya akan ditentukan nilai E  yang 
memenuhi syarat (i) dan (ii)  serta maksEE 0  yang memaksimalkan )(E  dan titik 3T  
stabil asimptotik.  
 
Contoh 1. Diberikan parameter untuk model (3) dengan nilai 5,11r , 2,02r , 3,03r , 
000.10K , 3,02 , 001,01 , 5,0m , 05,02 , 1,01q , 2,02q , dan 3,03q . 
Demikian pula diberikan nilai 11p , 52p , 53p , 1,01v , 1,02v , 1,03v , 211c , 
221c , 231c ,  112c , 122c , dan 132c . Dengan nilai parameter tersebut diperoleh titik  
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   
Titik 3T  merupakan titik interior jika nilai E  memenuhi (i)  006,0135,006,0
2  EE  dan 
(ii) 07850,11725,119,0
2  EE . Dari syarat (i) diperoleh   maksEEmaks  6096,0,0  
dan dari syarat (ii) diperoleh    4347.7,min2636,1,0 maksEEmaks  . Dengan mengambil 
nilai 1maksE , maka diperoleh syarat 10  E  sehingga titik 3T  merupakan titik interior.  
 
Fungsi keuntungan yang bersesuaian dengan titik 3T  diberikan oleh  
EcccENqpNqpNqpE EEE )()()( 321333222111  . Dengan nilai parameter yang 





















Plot kurva fungsi keuntungan )(E  diberikan pada Gambar 1. Dengan memperhatikan titik 
kritis fungsi keuntungan pada interval 10  E  diperoleh titik kritis 06577,0E  yang 




Gambar 1. Fungsi keuntungan  
  
 
Selanjutnya dengan mengambil nilai usaha pemanenan sebesar 06577,0*  EE  diperoleh 
titik  .6054,414.1,6831,612.1,4553,5253 T  Persamaan karakteristik yang bersesuaian 
dengan titik ekuilibrium tersebut diberikan oleh 
09780,039689,039897,0)( 23  f  dengan nilai eigen i59827,006443,0   
dan 27011,0 . Hal ini bermakna bahwa dengan mengaplikasikan nilai usaha pemanenan 
sebesar 06577,0*  EE  maka ketiga populasi mangsa dan pemangsa yang dieksploitasi 
dengan usaha pemanenan konstan tetap akan lestari untuk waktu yang panjang dan juga 
memberikan keuntungan maksimal. 
 
Kasus 2. 23 EE   
 
Pada kasus 2, usaha pemanenan yang dikenakan sama untuk populasi pemangsa belum dewasa 
dan populasi pemangsa dewasa. Dengan demikian, titik  EEE NNNT 3213 ,,  berada pada 
oktan pertama jika memenuhi (i) 022655  qqp  dan  (ii) 0455346  rpqqp  . 
Syarat (i) dapat dinyatakan sebagai 0323
2
23  CEBEA  dengan  ,0323  qqA    
03232233  qrqqrB  , dan .2223323   rrrC  Syarat (ii) dinyatakan 
sebagai        .0222222233
1
11122223   EqrEqr
K
r
EqrEqr  Dengan 
asumsi bahwa terdapat pasangan  21, EE  yang memenuhi syarat (i) dan (ii) serta memenuhi 
maksEE 110   dan maksEE 220   maka titik 3T  berada pada oktan pertama. 
 
Fungsi keuntungan yang bersesuaian dengan titik 3T  diberikan sebagai  
   











dimana 321321 dan,,,,, vvvppp menyatakan suatu konstanta positif yang berhubungan dengan 
harga stok. Konstanta 312111 dan,, ccc  menyatakan biaya tetap dan konstanta 322212 dan,, ccc  
menyatakan biaya variabel. Pada fungsi keuntungan tersebut nilai ,, 21 EE NN dan EN3  
bergantung pada 1E  dan 2E . Selanjutnya akan ditentukan nilai 1E  dan 2E  yang memenuhi 
syarat (i) dan (ii)  serta maksEE 110   dan maksEE 220   yang memaksimalkan nilai 
),( 21 EE  dan titik 3T  stabil asimptotik.  
 
Contoh 2. Diberikan parameter untuk model (3) dengan nilai 5,11r , 2,02r , 3,03r , 
000.10K , 3,02 , 001,01 , 5,0m , 05,02 , 1,01q , 2,02q , dan 3,03q . 
Demikian pula diberikan nilai 11p , 52p , 53p , 1,01v , 1,02v , 1,03v , 211c , 
221c , 231c ,  112c , 122c , dan 132c . Dengan nilai parameter tersebut diperoleh titik 














































Titik 3T  merupakan titik interior jika nilai 1E  dan 2E  memenuhi  (i)  
006,0135,006,0 2
2
2  EE  dan (ii) .01,0125,0090,02975,1785,1 121
2
22  EEEEE  
Dari syarat (i) diperoleh   maksEEmaks 226096,0,0    Dengan mengambil nilai 11 maksE  













Dengan nilai parameter yang diberikan dan nilai pada titik ekuilibrium dan setelah 
disederhanakan diperoleh 

































































































Plot permukaan fungsi keuntungan ),( 21 EE  diberikan pada Gambar 2. Dengan 
memperhatikan titik kritis fungsi keuntungan pada daerah 1D  diperoleh titik kritis 





Gambar 2. Permukaan fungsi keuntungan 
 
Selanjutnya dengan mengambil pasangan nilai usaha pemanenan sebesar 
   06559,0,09324,0, 21  EE  diperoleh titik  .8751,411.1,7818,609.1,3367,5253 T  
Persamaan karakteristik yang bersesuaian dengan titik ekuilibrium tersebut diberikan oleh 
09758,039608,039893,0)( 23  f  dengan nilai eigen i59761,006442,0   
dan 27009,0 . Hal ini bermakna bahwa dengan mengaplikasikan nilai usaha pemanenan 
sebesar 09324,01 

E  dan 06559,02 

E  maka ketiga populasi mangsa dan pemangsa yang 
dieksploitasi dengan usaha pemanenan konstan tetap akan lestari untuk waktu yang panjang dan 
juga memberikan keuntungan maksimal. 
 
Kasus 3 ( 321 EEE  ) 
 
Pada kasus 3, usaha pemanenan yang dikenakan untuk ketiga populasi tidak sama. Dengan 
demikian, titik 3T  berada pada oktan pertama jika memenuhi (i) 022655  qqp  dan (ii) 
0455346  rpqqp  .  Selanjutnya syarat (i) dan (ii) dapat dinyatakan sebagai 
   0222222333   EqrEqr  dan 
       .0222222333
1
11122223   EqrEqr
K
r
EqrEqr  Dengan asumsi 
bahwa terdapat pasangan  321 ,, EEE  yang memenuhi syarat (i) dan (ii) serta memenuhi 
imaksi EE 0 untuk 3,2,1i , maka titik 3T  berada pada oktan pertama. 
 
Fungsi keuntungan yang bersesuaian dengan titik 3T  diberikan sebagai  
   











dimana 321321 dan,,,,, vvvppp  menyatakan suatu konstanta positif yang berhubungan 
dengan harga stok. Konstanta 312111 dan,, ccc  menyatakan biaya tetap dan konstanta 
322212 dan,, ccc menyatakan biaya variabel. Pada fungsi keuntungan tersebut nilai 
,, 21 EE NN dan EN3  bergantung pada 1E , 2E , dan 3E . Selanjutnya akan ditentukan nilai 1E , 
2E , dan 3E  yang memenuhi syarat (i) dan (ii)  serta imaksi EE 0 untuk 3,2,1i  yang 
memaksimalkan nilai ),,( 321 EEE  dan titik 3T  stabil asimptotik.  
 
Contoh 3. Diberikan parameter untuk model (3) dengan nilai 5,11r , 2,02r , 3,03r , 
000.10K , 3,02 , 001,01 , 5,0m , 05,02 , 1,01q , 2,02q , dan 3,03q . 
Demikian pula diberikan nilai 11p , 52p , 53p , 1,01v , 1,02v , 1,03v , 211c , 
221c , 231c ,  112c , 122c , dan 132c . Dengan nilai parameter tersebut diperoleh titik  





































 .  
Titik 3T  merupakan titik interior jika nilai 1E , 2E , dan 3E  memenuhi  (i)  
006,0075,006,006,0 3232  EEEE  dan (ii) 
  .0785,101,0090,01125,0410,1125,0 1232321  EEEEEEE  Dengan 
mengambil nilai 11 maksE , 12 maksE  dan 13 maksE  , maka titik 3T  merupakan titik interior 











Dengan nilai parameter yang diberikan dan nilai pada titik ekuilibrium tersebut dan setelah 
disederhanakan diperoleh fungsi keuntungan ),,( 321 EEE seperti diberikan pada Lampiran 1. 
Dengan memperhatikan titik kritis fungsi keuntungan pada daerah 2D  diperoleh titik kritis 
   05898,0,07833,0,09385,0,, 321  EEE  yang memberikan 
26786,121),,( 321 



















dengan nilai eigen 39842,638.35 ,  65823,991.17 , dan 40544,546 . Dengan 
memperhatikan Matriks Hessian pada titik kritis    321 ,, EEE  dan nilai-nilai eigen, 
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disimpulkan bahwa 26786,121),,( 321 

EEE  merupakan nilai maksimum lokal. 
 
Selanjutnya dengan mengambil pasangan nilai usaha pemanenan sebesar 
   05898,0,07833,0,09385,0,, 321  EEE  diperoleh titik 
 24504,412.1,75974,594.1,46586,5223 T . Persamaan karakteristik yang bersesuaian 
dengan titik ekuilibrium tersebut diberikan oleh 
09801,039417,040050,0)( 23  f  dengan nilai eigen i59603,006387,0   
dan 27276,0 . Hal ini bermakna bahwa dengan mengaplikasikan nilai usaha pemanenan 
sebesar 09385,01 

E , 07833,02 

E , dan 05898,03 

E   maka ketiga populasi mangsa dan 
pemangsa yang dieksploitasi dengan usaha pemanenan konstan tetap akan lestari untuk waktu 




Dari model dinamika populasi mangsa-pemangsa dengan pemanenan usaha konstan pada 
masing-masing populasi diperoleh satu titik ekuilibrium interior jika berlaku 02265  qq , 
045534  rpqq   dan imaksi EE 0  untuk 3,2,1i  dan titik ekuilibrium interior tersebut 
stabil jika memenuhi syarat uji kestabilan Routh-Hurwitz. 
 
Dari hasil simulasi dalam kasus 321 EEE  , 33 EE  , dan 321 EEE   diperoleh nilai 
usaha-usaha pemanenan yang optimal yang memberikan titik ekuilibrium interior 
 EEE NNNT 3213 ,,  stabil asimptotik dan memberikan keuntungan maksimal dari usaha 
ekploitasi populasi mangsa dan populasi pemangsa.  
 
Dari hasil analisis teoritis dan numerik, disimpulkan bahwa kewujudan dan kestabilan titik 
ekuilibrium interior  EEE NNNT 3213 ,,  ditentukan oleh besaran nilai usaha-usaha 
pemanenan yang diberikan. Ketiga populasi dapat tetap lestari meskipun dieksploitasi dengan 
usaha pemanenan konstan dan juga memberikan keuntungan maksimal. 
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